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Introducao
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Variaveis aleatorias

» Variaveis aleatorias sao uma continuacao do assunto sobre experimentos aleatorios.

» Uma variavel aleatoria (v.a) associa um valor numeérico a cada resultado de um
fenomeno aleatorio.

» Letras maiusculas denotam a variavel aleatoria (X, Y, etc).

» Letras mindsculas denotam os valores observados da variavel aleatoria (x, y, etc).
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Variaveis aleatorias

» Os tipos de variaveis aleatorias estao
associdados ao tipo do espaco
amostral.

» Uma variavel aleatoria é discreta se
seu espaco amostral € discreto.

» Uma variavel aleatoria é continua se
seu espago amostral é continuo.
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» Alguns possivels espacos amostrais

Sao:

>

>

>

Toda a reta real.
Valores reais estritamente positivos.

Valores positivos mas com zeros
sendo possiveis resultados.

Intervalos restritos (proporgoes,
indices).

» Contagens (limitadas ou ilimitadas).
» Dentre outras.



Exemplos

» Y5: Qualidade de uma peca produzida.

N 1, se defeituosa.
710, se nao defeituosa.

» Y5: NUmero de caras observadas no lancamento de 3 moedas.
» Y, =1{01,23}.
» Y3: Km em que ocorre um defeito em uma pista de 20 km.
> Y5 =10,20].
» Y4 Proporcao de individuos que apresenta determinada caracteristica.
e =01
» Y5: Peso de um individuo.
> Y5 = (0,00).
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Variaveis aleatorias

» Existem fungoes que atribuem
probabilidades aos possiveis valores
de uma variavel aleatoria.

» No caso discreto esta funcao é
chamada de fun¢ao de probabilidade
(fp).

» No caso continuo esta fungao é
chamada de funcao densidade de
probabilidade (fdp).

» Podemos descrever o comportamento
destas funcoes por meio de medidas
como média, variancia e covariancia.
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Variaveis aleatorias discretas
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Variaveis aleatorias discretas
» Considere uma variavel aleatoria discreta Y, que assume os valores y1, y>, ..., y,.

» A fungdo de probabilidade (fp) atribui probabilidades a cada possivel valor de Y. E
dada por:

» As propriedades da funcao seguem as regras de probabilidades, ou seja:
» A probabilidade de cada valor deve estar entre 0 e 1.

D% pdn <, vi—12. ..

» A soma de todas as probabilidades é igual a 1.

) _plyd =1
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Exemplo

Considere o experimento aleatorio que consiste no lancamento de 3 moedas honestas.
Seja Y avariavel aleatoria que representa o numero de caras nos 3 lancamentos:

a) Defina os eventos.
b) Qual é o espago amostral?
c) Encontre a funcao probabilidade de Y.
)

d) Verifique se as propriedades de uma funcao de probabilidades sao atendidas.
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Exemplo

a) Defina os eventos.
» C: cara, K: cora.

b) Qual é o espaco amostral?
Q = {(C,C,C), (MEEFC K /K . G

(C.K K), (K,C K K KBl (KT |

c) Encontre a funcao probabilidade de Y.
» Y:numero de caras.
» Y= {8123}
» Funcao de probabilidade:
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y 0 1 D 3
Prob. 1/8 3/8 3/8 1/8

d) Verifique se as propriedades de uma
funcao de probabilidades sao
atendidas.

» As probabilidades estao entre 0 e 1?
> Sim.

» Asoma das probabilidades é igual a 1?
> 1/8+3/8+3/8+1/8=1.



Funcao de distribuicao de probabilidade

» Em algumas situacoes pode ser interessante calcular a probabilidade acumulada até
um certo valor da variavel aleatoria.

» Para isso, podemos usar a fungao de distribuicao, também chamada de fun¢ao
acumulada de probabiliade.

» Trata-se de um analogo a distribuicao de frequéncia acumulada.

» Afuncao de distribuicao ou fungao acumulada de probabilidade de uma variavel
aleatoria Y é dada pela expressao:

Fly) P < ]
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Exemplo

Retomando o exemplo do langamento de 3
moedas honestas:
» Y: numero de caras.

-y = {0123}, RiCey <V
. = 1/8, se0 <y <1
» Funcao de probabilidade: FUR | 48 se 1. 800
7/8)ise 2 i1« B

bl 0 1 2 3 1, sey >3

Prob. W8 3/8 AW 18
Prob.Ac. 1/8 4/8 7/8 8/8
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Exemplo

De forma grafica:
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Esperanca e variancia para variaveis aleatorias discretas

» Sabemos que a descricao completa do comportamento de uma variavel aleatoria
discreta é feita por meio da sua funcao de probabilidade.

» Desta forma presume-se que qualquer quantidade destinada a resumir os valores
observados da variavel devem envolver esta funcao.

» Podemos obter resumos numéricos da funcao de probabilidade como média,
mediana, moda, variancia, desvio padrao.
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Esperanca

» A média, também chamada de valor esperado ou esperanca, representa o ponto de
equilibrio da distribuicao dos valores da variavel aleatoria.

» E dada pelo somatorio do produto entre cada valor e sua respectiva probabilidade
(tal como um média ponderada).

u=E(Y) =) Yy xply).

L}
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Variancia

» Para variaveis aleatorias, a medida de dispersao mais utilizada é a variancia.

» No caso discreto é dada pelo somatorio dos desvios em relagcao a media ao quadrado,
vezes a respectiva probabilidade.

g2 =ET(VES)’] =y e ).
g

» De forma alternativa:
o? = V(Y) = E(YH) — /7.

» A raiz quadrada positiva da variancia € chamada de desvio padrao de Y, denotado
por .
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Exemplo

Retomando o exemplo do lancamento de 3 moedas honestas:

» Y: nUmero de caras.
» y={0,123F
» Funcao de probabilidade:

y 0 1 2 3
Prob. 1/8 3/8 B 18
Prob.Ac.” 1/8 4/8 7/8 8/8
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E(Y) = (0 x 1/8) + (1 x 3/8) + (2 x 3/8) + (3 x
1/8) = 1,5.

(Y] = [0 — 1) x 1/8] + [ x 31BFeE
i2 —11,5)% x 318 + (3 — 1.5)2% H8] = 0,75



Variaveis aleatorias continuas
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Variaveis aleatorias continuas
» Considere uma variavel aleatoria continua VY.

» A funcao densidade de probabilidade (fdp) atribui probabilidades a intervalos de
valores (a,b) da variavel Y:

b
Pla < Y<b)=/ fly)dy

» As propriedades da funcao seguem as regras de probabilidades, ou seja:

» Afuncao € nao negativa.
fly) >0

» A area total sob a curva é igual a 1.
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Variaveis aleatorias continuas

» Note que para variaveis aleatorias continuas nao & possivel atribuir probabilidades a
valores pontuais do dominio.

» A funcao que descreve a probabilidade dos possiveis valores da variavel & dada por
uma curva.

» Para obter probabilidades calculamos areas abaixo desta curva, e a area abaixo de
um ponto é zero.

» Por esta razao atribuimos probabilidades a intervalos de valores.
» Portanto:
»EP (= y) = 0.

» Pla<Y<b=Pla<Y<b=Pa<Y<b=Pa<Y<b).
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Exemplo

Considere o experimento aleatorio que consiste em verificar o surgimento de um defeito
em uma pista de um trecho de rodovia com extensao de 20 km. Considere que existem
razoes para crer que a probabilidade da ocorréncia de um defeito é constante para todo o
trecho. Seja Y a variavel aleatoria que representa o km em que ocorreu o defeito:

a) Encontre a funcao densidade de probabilidade de Y.

b) Verifique se as propriedades de uma funcao densidade de probabilidade sao
atendidas.
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Exemplo

a) Encontre a funcao densidade de
probabilidade de Y.

» Y:km em que ocorre o defeito.
>y = [0,20}.

» Funcao densidade de probabilidade:

0 < g 20

g = [ 120
I 0, caso contrario
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f(y)

1/20
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Exemplo

b) Verifique se as propriedades de uma
funcao de probabilidades sao
atendidas.

» Afuncao é nao negativa?
> Sim.
» A area total sob a curva é igual a 1?

> Neste caso nao se faz necessario o
uso de integrais, basta calcular a
area do retangulo.

> A=(b—a)x fly) = 20/(1/20) = 1.
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1/20

f(y)
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Funcao de distribuicao acumulada

» Da mesma forma que no caso discreto existe a chamada funcao de distribuicao
acumulada.

» Afuncao de distribuicao acumulada F(y) de uma v.a. continua Y com densidade f(y)
é:

y
F(y)—P(YSy)—/ M, =C0 y < oo

—Q
» Como consequéncia, temos que:

P(afC Y < 08— f (b) ¢ Flalt
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Exemplo
De forma grafica:
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Esperanca de uma v.a continua

» A média, também chamada de valor esperado ou esperanca, representa o ponto de
equilibrio da distribuicao dos valores da variavel aleatoria.

» No caso continuo, adapta-se a expressao discreta pois passamos a usar a integral e
nao mais o somatorio.
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Variancia de uma v.a continua

» Avariancia, no caso continuo, € dada pela integral dos desvios em relacao a méedia ao
quadrado, vezes a funcao de probabilidade.

+00

o2 = E[(Y — 2= / (/]

—0Q

» De forma alternativa:
@ = Vs =F(Yh— &

» A raiz quadrada positiva da variancia € chamada de desvio padrao de Y, denotado
por .
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Exemplo

Retomando o exemplo do defeito na pista:
» Y: km em que ocorre o defeito.
» y =[0,20].

» Fungao de probabilidade: f(y) = 5.

- 20
E(Y)= [ yfly)dy = J5 J5dy = 5|~ = 400/40 = 10

20
o = [ 133 vt wdy| =2 = | [ %f(9)dy] =102 = ] "= 100 = 13333~ 100 - 3333

Prof. Me. Lineu Alberto Cavazani de Freitas ENEWEHEICEIGITES



0 que foi visto:
» Variaveis aleatorias discretas.

» Variaveis aleatorias continuas.

» Esperanca de variaveis aleatorias.

» Variancia de variaveis aleatorias.
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Proximos assuntos:
» Distribuicoes de probabilidades.
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