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Teorema de Bayes

» Uma das relagoes mais importantes envolvendo probabilidades condicionais é dada
pelo Teorema de Bayes, proposto pelo reverendo Thomas Bayes no século XVIIlI.

» O teorema de Bayes permite efetuar o calculo de probabilidades condicionais em
situagoes em que o0 espago amostral € composto por eventos mutuamente exclusivos
e existe um evento que € composto por partes destes elementos.

» Permite o calculo da probabilidade de um evento ocorrer com base em uma
informacao a priori.
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Particao do espaco amostral
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Particao do espaco amostral
» Dizemos que eventos formam uma particao do espaco amostral, se eles nao tem
intersecao entre si, e se sua uniao é igual ao espaco amostral.
» Considere os eventos Gy, &, G, .. ., C.

» C;NC = ¢, paraqualquer i + j. EU G =Q.

Figura 1. Exemplo de particao de um espago amostral.
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Exemplo

» Suponha que um fabricante de sorvetes recebe 20% de todo o leite que utiliza de
uma fazenda F1, 30% de uma outra fazenda F2 e 50% de F3.

» Suponha que 60% dos chips do computador de uma companhia sejam produzidos
pela fabrica A e 40% pela fabrica B.

» Um hotel obtém carros para seus hospedes de trés agéncias locadoras: 20% da
agéncia X, 40% da agéncia Y e 40% da agéncia Z.

» Uma companhia produz circuitos em trés fabricas, | Il e lll. A fabrica | produz 40% dos
circuitos, enquanto a Il e a Ill produzem 30% cada uma.
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Teorema da probabilidade total
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Teorema da probabilidade total

» Suponha um espaco amostral dividido em particoes.

» Suponha um evento A dentro deste espaco que seja formado por pedacos das
particoes.

Figura 2. Exemplo de particao de um espago amostral.
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Teorema da probabilidade total

» O evento A pode ser escrito como:

A=(ADCoi AN .. AR )

» A probabilidade do evento A pode ser obtida da seguinte forma:

P(A) = P(ANC) + PAAN G) + ...+ P(AN Gy
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Teorema da probabilidade total

» Reescrevendo usando a regra do produto:

P(A) = [P(A|G1) x P(C1)] + [P(AIC2) x P(Q)] + ... +[P(A|Cy) x P(G,)]

» Generalizando:
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Exemplo

Suponha que um fabricante de sorvetes recebe 20% de todo o leite que utiliza de uma
fazenda F1, 30% de uma outra fazenda F2 e 50% de F3.

Um orgao de fiscalizacao inspecionou as fazendas de surpresa e observou que 20% do
leite produzido por F1 estava adulterado por adicao de agua, enquanto para F2 e F3, essa
proporcao era de 5% e 2%, respectivamente.

Na industria de sorvetes os galoes de leite sao armazenados em um refrigerador sem
identificacao das fazendas.

Para um galao escolhido ao acaso, qual a probabilidade do leite estar adulterado?
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Exemplo

Eventos
» F1: leite da fazenda 1.

» F2: leite da fazenda 2. F1 F2 F3
» F3: leite da fazenda 3.

» A: leite adulterado.
> ) = 0,20

P(F1
» P(F2) = 0,30 A
» P(F3) =050
> P(AlF1) = 0,20 Figura 3. Particao do espaco amostral: problema do
» P(A|F2) = 0,05 leite adulterado.
» P(A|F3) = 0,02
» P(A)=7
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Exemplo

» O evento A pode ser escrito como:

A=(ANFIUANF2) U (AN F3).

» A probabilidade do evento A pode ser obtida da seguinte forma:

P(A) = PIANF1) + P(AN F2) + PAN F3).
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Exemplo

» Reescrevendo usando a regra do produto:

P(A) =[P(A|F1) x P(F1)] +[P(AIF2) x P(F2)]+ [P(A|F3) x P(F3)]

P(A) =[0,2 x 0,2 +[0,05 x 0,3] 4 [0,02 x 0,5] = 0,065.

A probabilidade do leite estar adulterado é de 0,065.
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Teorema de Bayes
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Teorema de Bayes

» Suponha um conjunto de eventos (G, G, ..., Cx) forma uma particao do espaco
amostral e as probabilidades sao conhecidas.

» Suponha que para um evento A dentro desta particao, se conhecam as
probabilidades condicionais P(A|C;) para todo i = 1,2,3,.. k.

» Em diversas situagoes saberemos P(A|C;) para todo i = 1,2,3,..,k, mas estaremos
interessados em P(C;|A).

» Para este tipo de situacao, usa-se o teorema de Bayes.
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Teorema de Bayes
» Usando as regras de probabilidade condicional:

IR (A P(A|G) x P(C)
A rn) —— Par gl e W

» P(A) pode ser calculada usando o teorema da probabilidade total.
» De forma mais geral:

PIG) x PAIG)
>4 P(C) x P(A|G)

L

P(Ci|A) =

Prof. Me. Lineu Alberto Cavazani de Freitas RELIIERCR:ENES



Exemplo

Suponha que um fabricante de sorvetes recebe 20% de todo o leite que utiliza de uma
fazenda F1, 30% de uma outra fazenda F2 e 50% de F3.

Um orgao de fiscalizacao inspecionou as fazendas de surpresa e observou que 20% do
leite produzido por F1 estava adulterado por adicao de agua, enquanto para F2 e F3, essa
proporcao era de 5% e 2%, respectivamente.

Na industria de sorvetes os galoes de leite sao armazenados em um refrigerador sem
identificacao das fazendas.

Qual é a probabilidade de uma amostra adulterada ter sido obtida a partir da fazenda F1?
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Exemplo
Eventos
» F1: leite da fazenda 1.

» F2: leite da fazenda 2.

» F3: leite da fazenda 3. F1 F2 F3

» A: leite adulterado.

» P(F1) = 0,20 [ J

» P(F2) = 0,30

» P(F3) = 0,50 A

» P(AIF1) = 0,20

» P(A|F2) = 0,05 lFélgtueraagUlPtzrrggio do espaco amostral: problema do
» P(A[F3) = 0,02

» P(A) = 0,065

> P(F1lA) =7
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Exemplo

» Perceba a ideia de “inversao de probabilidades”.
» Temos P(A|F1), mas estamos interessados em P(F1|A).
» Podemos resolver usando o teorema de Bayes.

P(F1]A) = PIEFNA) B8P ABIFT) PAF1)x PA) _ 0.20 x 049

P(A) = T P(A) | GTEE
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Outro exemplo

Um estabilizador pode provir de trés fabricantes: I, Il e Ill com probabilidades de 0,25, 0,35
e 0,40, respectivamente.

As probabilidades de que durante determinado periodo de tempo, o estabilizador nao
funcione bem sao, respectivamente, 0,10; 0,05 e 0,08 para cada um dos fabricantes.

Qual é a probabilidade de que um estabilizador escolhido ao acaso nao funcione bem
durante o periodo de tempo especificado.

Dado que um estabilizador escolhido ao acaso nao funciona bem durante o periodo de
tempo especificado, qual a probabilidade de que tenha sido produzido pelo fabricante I?
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Outro exemplo

» (C1: estabilizador do fabricante .
» (C2: estabilizador do fabricante II.
» (C3: estabilizador do fabricante Ill.

» A: estabilizador nao funcionar bem.

> P(C1) = 0,25.
> P(C2) = 0,35.
> P(C3) = 0,40.
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Outro exemplo

P(A) = [P(A|IC1) x P(CT)] + [P(A|C2) x P(C2)]+[P(A|C3) x P(C3)]

P(A) = 0,1 x 0,25]+[0,05 x 0,35] + [0,08 x 0,4] = 0, 0745

POl P(AC1)]  0j25 x.0,1
P(A) - D078

P(C1]A) = = 0,335
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0 que foi visto:
» Particao do espago amostral.

» Teorema da probabilidade total.
» Teorema de Bayes.
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Proximos assuntos:

>

>

v

v

Variaveis aleatorias discretas.
Variaveis aleatorias continuas.
Esperanca de variaveis aleatorias.
Variancia de variaveis aleatorias.
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