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Exercicios
DistribuicdGo amostral, estimagdo pontual e intervalar

. Um experimento genético envolve uma populacido de moscas de frutas que consiste em 1 macho (Mike)
e 3 fémeas, chamadas Ana, Bérbara e Cristina. Suponha que duas moscas de frutas sejam selecionadas
aleatoriamente com reposicao.

a) Depois de listar as 16 diferentes amostras possiveis, ache a proporgao de fémeas em cada amostra e, entao,
use uma tabela para descrever a distribuicdo amostral da proporcao de fémeas.

b) Ache a média da distribuicio amostral.

¢) A média da distribuicio amostral (item b) é igual & proporcao populacional de fémeas?

. As idades (anos) dos quatro presidentes dos Estados Unidos quando foram assassinados no exercicio do cargo
sao 56 (Lincoln), 49 (Garfield), 58 (McKinley) e 46 (Kennedy).

a) Supondo que duas das idades sejam selecionadas com reposigio, liste as 16 diferentes amostras possiveis.

b) Ache a média de cada uma das 16 amostras e, entdo, resuma a distribuicio amostral das médias no
formato de uma tabela que represente uma distribui¢ao de probabilidade.

¢) Compare a média populacional com a média das médias amostrais.

. Repita o Exercicio 2 usando a mediana no lugar da média.

. Considere o seguinte problema (adaptado de Magalhdes & Lima, 2006):

Um fabricante afirma que sua vacina contra gripe imuniza em 80% dos casos. Uma amostra de 25 individuos
entre os que tomaram a vacina foi sorteada e testes foram feitos para verificar a imunizagdo ou néo desses
individuos.

a) No contexto do problema identifique:
e a populagao,
e 0 parametro de interesse,
e 0 estimador,
e a estimativa,
¢ a distribuicdo amostral.
b) Se o fabricante estiver correto, qual é a probabilidade da propor¢ao de imunizados na amostra ser inferior
a 0.757 E superior a 0.857

. Uma varidvel aleatéria Y tem distribuicao normal, com média 100 e desvio padrao 10.

a) Qual a P(90 <Y < 110)? B
b) Se Y for a média de uma amostra de 16 elementos retirados dessa populagdo, calcule P(90 <Y < 110).

. A méquina de empacotar um determinado produto o faz segundo uma distribui¢do normal, com média u e
desvio padrao 10 g.

a) Em quanto deve ser regulado o peso médio p para que apenas 10% dos pacotes tenham menos do que 500
g?

b) Com a maquina assim regulada, qual a probabilidade de que o peso total de 4 pacotes escolhidos ao acaso
seja inferior a 2 kg?

. Um estudo que investiga a relacao entre idade e despesas médicas anuais amostra aleatoriamente 100 individuos
em uma cidade da Califérnia. Espera-se que a amostra tenha uma média de idade semelhante a de toda a
populacgao.
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a) Se o desvio padrao das idades de todos os individuos em Davis for ¢ = 15, encontre a probabilidade
de que a idade média dos individuos da amostra esteja dentro de dois anos da idade média de todos os
individuos na cidade. (Dica: encontre a distribuigdo amostral da idade média da amostra e use o teorema
do limite central. Vocé nao precisa saber a média da populacdo para responder, mas se isso facilitar, use
um valor como p = 30.)

b) A probabilidade seria maior ou menor se ¢ = 10?7 Por qué?

O teste de conhecimentos gerais chamado Graduate Record Examination (GRE) tem componentes que medem
o raciocinio verbal e o raciocinio quantitativo. O exame verbal e o exame quantitativo tém cada um uma
pontuagdo minima de 200 e maxima de 800. Nos ultimos anos, a pontuagdo total nos dois exames teve
aproximadamente uma distribui¢do normal com uma média de cerca de 1050 e desvio padrao de cerca de 200.

a) Qual a probabilidade de obter pontuago total
(i) abaixo de 1200 e
(ii) acima de 12007

b) Dos participantes do teste GRE que pontuaram acima de 1.200, qual proporgao deles teve pontuacao
acima de 1.4007

¢) Um grupo de 25 alunos formou um grupo de estudos para se preparar para o GRE. Para eles, a média de
suas 25 pontuacoes totais é 1200. Se eles fossem uma amostra aleatéria dos alunos que estao fazendo o
exame, explique por que isso teria sido um resultado muito incomum.

Continuando o exercicio 6, apds a maquina estar regulada, programou-se uma carta de controle de qualidade.
De hora em hora, serd retirada uma amostra de quatro pacotes, os quais serdo pesados. Se a média da amostra
for inferior a 495 g ou superior a 520 g, encerra-se a producdo para reajustar a maquina, isto €, reajustar o
peso médio.

a) Qual a probabilidade de ser feita uma parada desnecesséria.
b) Se o peso médio da maquina desregulou-se para 500 g, qual é a probabilidade de continuar a producao
fora dos padroes desejados?

Um procedimento de controle de qualidade foi planejado para garantir um maximo de 10% de itens defeituosos
na producao. A cada 6 horas sorteia-se uma amostra de 20 pegas e, havendo mais de 15% de defeituosas,
encerra-se a producao para verificacao do processo. Qual a probabilidadede uma parada desnecesséaria?

Supondo que a produgio do exemplo anterior esteja sob controle, isto é, p = 0.1, e que os itens seja vendidos
em caixas com 100 unidades, qual a probabilidade de que uma caixa:

a) tenha mais do que 10% de defeituosos?
b) néo tenha itens defeituosos?

Para uma populagido normal com varidncia conhecida o2, responda as seguintes questdes: (para resposta
considere o arredondamento na terceira casa decimal e sempre que a resposta for porcentagem apresente o
valor decimal entre 0 e 1)

Qual ¢ o nivel de confianga para o intervalo §y — 2.140//n < p < y+2.140/\/n
Qual ¢ o nivel de confianga para o intervalo §y —2.490/v/n < p <y +2.490/\/n
Qual é o nivel de confianga para o intervalo g — 1.850/y/n < p < g+ 1.850/y/n

. Considere a seguinte equacio aplicada para obter um intervalo de confianca bilateral de 100(1 — «)% para o

parametro u de uma distribui¢do normal com varidncia conhecida o2 a partir de uma amostra aleatéria de n
observagoes:
y— Z(x/QU/\/rE <wp< Q+Za/20/\/ﬁ

em que z, /2 € o ponto superior da distribuicdo normal padrao que delimita a sua direita /2 de érea.
Para as respostas considere 3 casas decimais.

Qual ¢ o valor de z,/; nessa equagao que fornece 99% de confianga?
Qual é o valor de z,/; nessa equagao que fornece 95% de confianga?
Qual é o valor de z, /2 nessa equacao que fornece 90% de confianga?
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Considere a seguinte equagio aplicada para obter um intervalo de confianga bilateral de 100(1 — a)% para o
pardmetro 02 de uma distribuicdo normal a partir de uma amostra aleatéria de n observacoes:
—1)s? —1)s?
(-1 _ o (1)
XQ/Q leoz/2

em que Xi /€ Xia /2 sdo pontos da distribuicdo x2 com n — 1 graus de liberdade, que delimita & sua direita
a/2 de drea. Considerando uma amostra aleatéria de 15 elementos:
(Para as respostas considere 3 casas decimais).

Qual é o valor de x, /2 nessa equagao que fornece 99% de confianca?
Qual é o valor de x, /o nessa equagao que fornece 95% de confianca?
Qual é o valor de X, /2 nessa equacio que fornece 90% de confianca?

. Considere um estudo no qual se deseja estimar a proporcao de solicitagoes atendidas e resolvidas de uma

central do usudrio através de uma amostra aleatéria simples.

Se a amostra for de 4000 solicitagoes, qual serd a margem de erro (com confianga de 95%) para a estimagao da
proporcao de resolvidas?

Para este mesmo tamanho de amostra, qual seria a conflanca associada a uma margem de erro de £0.01 (1 %)?
Qual deveria ser o tamanho da amostra para se obter a estimativa com uma margem de erro de 2.5% com 95%
de confianga?

E para uma margem de erro de 3% com 99% de confianga?

. Antes de uma eleicdo, um determinado partido estd interessado em estimar a proporcao p de eleitores favoraveis

ao seu candidato. Uma amostra piloto de tamanho 100 revelou que 60% dos eleitores eram favoraveis ao
candidato.

Utilizando a informacao da amostra piloto, determine o tamanho da amostra para que, com 0.8 de probabilidade,
o erro cometido na estimacao seja de no maximo 0.05.

Se na amostra final, com o tamanho obtido no item anterior, observou-se que 51% dos eleitores eram favoraveis
ao candidato, construa um intervalo de confianca para p, com confianca de 95%.

Decidiu-se coletar uma amostra de tamanho 150. Qual o erro maximo (margem de erro) que cometemos com
probabilidade de 0.95 e p igual ao dado no item anterior?

Qual a influéncia do tamanho da amostra na amplitude do intervalo de confianga, considerando fixados p = 0.51
e o nivel de confianca em 0.957

. Num grupo de pacientes, o nivel de colestrol é uma variavel aleatéria Y com distribuicdo Normal de média

desconhecida e varidncia 64 (mg/ml)?.

Para uma amostra de 46 individuos, que forneceu um nivel médio de colesterol de 120 mg/ml, calcule o
intervalo com 95% de confianca para a média populacional.

Para uma amostra de 100 individuos, que forneceu um nivel médio de colesterol de 120 mg/ml, calcule o
intervalo com 95% de confianga para a média populacional.

Para uma amostra de 150 individuos, que forneceu um nivel médio de colesterol de 120 mg/ml, calcule o
intervalo com 95% de confianga para a média populacional.

Qual a influéncia do tamanho da amostra na amplitude do intervalo de confianga, dado que fixamos 0 =8 e o
nivel de confianca em 0.957

. Um pesquisador estd investigando o tempo de rea¢do de um novo medicamento. Em sua pesquisa 20 pacientes

foram sorteados ao acaso, receberam o medicamento e tiveram o seu tempo de reacdo anotado. Os dados
coletados foram os seguintes (em minutos): 2.9; 3.4; 3.5; 4.1; 4.6; 4.7; 4.5; 3.8; 5.3; 4.9; 4.8; 5.7; 5.8; 5.0; 3.4;
5.9; 6.3; 4.6; 5.5; 6.2.

Obtenha um intervalo de confianca de 90% para a verdadeira média populacional.

Obtenha um intervalo de confianga (90% de confianga) para a varidncia dos tempos de reagao.

. Entre milhares de casos de pneumonia néo tratada com sulfa, a porcentagem que desenvolveu complicagoes foi

de 13%. Com o intuito de saber se o emprego da sulfa diminuiria essa porcentagem, 113 casos de pneumonia
foram tratados com sulfapiridina e destes, 6 apresentaram complicagdes. Com base nesse resultado, o que vocé
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pode dizer sobre o emprego de sulfa na porcentagem de complicagdes em casos de pneumonia? Considere um
nivel de confianga de 90%. Justifique sua resposta.

A Leishmaniose Visceral é uma doenca importante e que, se ndo for tratada corretamente, pode levar a
6bito. Todo caso diagnosticado de Leishmaniose Visceral deve ser notificado as autoridades de satide. Num
estudo sobre o nimero de dias entre o inicio dos sintomas da Leishmaniose Visceral e a notificagdo do caso
as autoridades, uma pesquisadora deseja estimar o nimero médio de dias entre os sintomas e a notificacao
usando um intervalo de 95% de confianca. Sabendo que ela gostaria que o erro de estimacao fosse a metade do
desvio-padrao do nimero de dias e supondo que o ntimero de dias entre o inicio dos sintomas e a notificacao
tenha distribuicdo Gaussiana, responda: quantos casos de Leishmaniose Visceral, no minimo, ela deve estudar?

A vida média de baterias automotivas de uma certa marca esté sendo estudada. Baseado em estudos similares,
com outras marcas, € possivel admitir que a vida dessas baterias segue a distribuicdo Normal com desvio
padrao de 4.5 meses. Qual tamanho deverd ter a amostra, para que a amplitude do intervalo de 90% de
confianca para a vida média seja de 3 meses?
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Respostas

1. a) Serdo 16 pares possiveis, todos equiprovaveis com probabilidade 1/16 e a distribui¢do da proporcao
amostral de fémeas é:

p =prop(fémeas) P
0 1/16
1/2 6/16
1 9/16

b) A média da propor¢do amostral é E(p) =0-1/16+1/2-6/16+1-9/16 = 0.75
¢) A propor¢io populacional de fémeas é 3/4=0.75 que é igual & média da propor¢ao amostral. Este resultado
indica que em média a proporgdao amostral é igual a proporc¢ao populacional.

2. a) As 16 amostras possiveis sdo todos os pares dois a dois das idades dos quatro presidentes.
b) A distribuigdo amostral das médias ficara:

Média | P(Média)
46 1/16
47.5 2/16
49 1/16
51 2/16
52 2/16
52.5 2/16
53.5 2/16
56 1/16
57 2/16
58 1/16
¢) A média populacional é 52.25 e a média das médias amostrais obtida usando a distribui¢do obtida no
item b é:

E(X)=146-1/16+---+58-1/16 = 52.25

notamos que ambas sao iguais.

3. b) As medianas de amostras de tamanho dois sdo exatamente iguais as médias amostrais, entdo a distribuicao
das medianas serd a mesma do exercicio anterior.

Mediana | P(Mediana)
16 1/16
47.5 2/16
49 1/16
51 2/16
52 2/16
52.5 2/16
53.5 2/16
56 1/16
57 2/16
58 1/16

¢) A mediana populacional é 52.5 e a média das medianas obtida usando a distribui¢do construida no item
(b) é E(Mediana) = 52.25, observamos que elas sdo diferentes.

Y : imunizado (0: néo, 1: sim)
Y €{0,1}
Y ~ Ber(p)
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¢ Os individuos que receberam a vacina.

o A proporgao (p) de individuos imunizados entre todos os que receberam a vacina (na populagio).

« O célculo da proporcio de individuos imunizados na amostra p = .-, Y;/n.

e A proporgao observada em uma determinada amostra (no caso na amostra de n = 25 individuos).

e A distribuicdo amostral do estimador, ou seja, a distribui¢do que seria obtida caso fossem obtidas
estimativas de diversas amostras.

Distribuigao amostral aproximada:

Zita¥i N, PP,

p:
n n

R p(l—p) 0.80(1—0.80)
~N{p=0.80, =
b (p n 25

P(p < 0.75|p = 0.80) = 0.266
P(p > 0.85|p = 0.80) = 0.266

5.
a)
X ~ N(100,10?)
90 —100 X —pu 110 — 100
P(90 < X < 110) = P( o <5 < 10 )
=P(-1<Z<1)=0.68
b)

X ~ N(100, (10/v/16)?)

90 — 100 _ X —pu _ 110-100)
10/V/16 ~ o/v/n — 10/4/16
=P(-4 < Z < 4) =1.00.

P(90 < X < 110) = P(

6. Sabemos que X ~ N(u,10?).

a)
X —
P(X<500):P<Z< “) =0.10
g
500 —
(2<*5")
500 — 1
=12
10 5
— = 1.28 10 + 500 = 512.8.
b)

Note que precisamos calcular a média de peso dos 4 pacotes com 4 kg no total. Logo,

_ Y X 2000

X = .
1 1 500
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Portanto,

X —p 500 —512.8
o/vi = 10/ )

= P(Z < —2.56) = P(Z > 2.56)
= 0.0052

P(X < 500) = P(

Com a méquina regulada para 512.8 g, h4 uma probabilidade de 0.0052 de que uma amostra de 4 pacotes apresente
peso médio inferior a 500g. Note que com um pacote apenas, essa probabilidade é de 10%. Por isso, as inspe¢oes de
controle de qualidade sdo sempre feitas com base em amostras de tamanho n > 1.

P(IX —pl<2)=P(-2< X - p<2)

—2 2
- P<15/\/W =< 15/@)
= P(Z <1.333) — P(Z < —1.333)
= 0.9087 — 0.0913
=0.8175
b) Seria 0.9545, portanto maior porque o desvio padrao da média amostral (também conhecido como erro
padrao da média amostral) diminui, ou seja, a distribuigdo é menos dispersa em torno da média do que

no item (a). B B
P(X —p|<2)=P(-2<X—-pu<2)

-2 2
B P(m/\/m =7= 10/@)
=P(Z<2)—P(Z<-2)
=0.9772 — 0.0228
= 0.9545

8.

a) i) P(X <1200) = 0.773
ii) P(X > 1200) = 0.227

P(X>1400) _ P(Z>1.75
b) P(X > 1400[X > 1200) = 5515000 = pigmsre = 0.177
¢) Pelo TCL, X ~ N (1050, (200/1/25)2) e a probabilidade de uma amostra aleatéria de 25 alunos obter uma
média de 1200 ou mais é: P(X > 1200) = P<Z > W) =P(Z >3.75)=10"1*

9.

a) Parada desnecesséria indica que o processo estd fora de controle (X' < 495 ou X > 520) quando, na verdade, o
processo estd ajustado e u = 512.8. Nesse caso, X ~ N(512.8,102/4) e a probabilidade desejada é

X —p 495 —512.8 X —p 520 —512.8
o/vn = 10/Va ) <o/ﬁ T oA >
= P(Z < —3.56) + P(Z > 1.44)

=0+0.075

=0.075

P(X < 495) ou P(X > 520) = P(
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b) Agora, X ~ N(500,10%/4) e o interesse estd na seguinte probabilidade:

P(495 < X < 520) = (495—500§Z§520—500>
10/V/4 10/V4
=P(Z<4)-P(Z<-1)
=1-0.159
=0.841.

Note que a probabilidade de uma parada desnecessiria é pequena (item a), a custa de alta probabilidade de se
operar fora de controle (item b).

10. Pelo Teorema Central do Limite temos que, a proporc¢ao amostral para amostras de tamanho 20 com a producgao

estando sob controle é
p~ N(0.1;0.1-(1—0.1)/20)

A probabilidade de parada desnecessaria é entao:

0.15— 0.1
P(p>0.15) = (Z ) = P(Z > 0.745)
v/0.1-(1-0.1)/20

= 0.228.

11.

p~ N(0.1;0.1(1 — 0.1)/100)

P(p>0.1)= (Z< 01-01 )
v/0.1-(1-0.1)/100

=P(Z>0)=0.5.

b) Neste caso, a aproximagao Normal nao é recomendével, pois o evento p < 0 nao faz sentido, e p = 0 tem
probabilidade zero. No entanto, é possivel calcular a probabilidade exata de um evento equivalente, mas que
tem distribuicdo binomial. Logo,

Y : Namero de itens defeituosos na caixa com 100 unidades
Y ~ Bin(n = 100;p = 0.1)

P(Y =0) = (Z)py(l —p)" Y = (18()) 0.1190(1 — 0.1)100-0

=099 =265.107°
=~ 0.

12.

a) P(Z > 2.14) = 0.016 = /2 entdo o = 0.032 e portanto o nivel de confianca é 1 — a = 0.968.
b) P(Z > 2.49) = 0.006 = /2 entdo o = 0.012 e portanto o nivel de confianga é 1 — o = 0.988.
¢) P(Z > 1.85) =0.032 = a/2 entdo o = 0.064 e portanto o nivel de confianga é 1 — a = 0.936.

13.

a) Para um nivel de confianca de 99%, a = 0.01 entao P(Z > z,/2) = P(Z > 20.005) = P(Z > 2.576) = 0.005
portanto 20.005 = 2.576.
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b) Para um nivel de confianca de 95%, o = 0.05 entdo P(Z > z,/2) = P(Z > 20.025) = P(Z > 1.96) = 0.025
portanto zg 025 = 1.96.

c¢) Para um nivel de confianca de 90%, o = 0.1 entdo P(Z > z4/2) = P(Z > 20.05) = P(Z > 1.645) = 0.05
portanto zg o5 = 1.645.

14.

a) Para 14 graus de liberdade: X3 05 = 31.319 porque P(x3, > 31.319) = 0.005.
b) Para 14 graus de liberdade: X3 495 = 26.119 porque P(x3, > 26.119) = 0.025.
c¢) Para 14 graus de liberdade: X3 5 = 23.685 porque P(x3, > 23.685) = 0.05.

15.
_ /0.5(1-0.5)
b) e =0.01 = 2,5 050*0%5 entdlo zg/p = ——2d—x = 1.265 ¢ a = P(Z < —1.265) + P(Z > 1.265) = 0.206.

/0.5%0.5/4000
Portanto, o nivel de confianga é (1 — a) x 100%=79.4%.

¢) Com margem de erro e = 0.025 e confianga de 95% entao o = 0.05 e Zaj2 = Z0.025 = 1.96 temos n =
(£95)%0.5(1 — 0.5) ~ 1537

d) Com margem de erro e = 0.03 e confianca de 99% entao a = 0.01 e z,/2 = 20.005 = 2.576 temos n =
(%376)% 0.5(1 — 0.5) ~ 1844

16.

ICy.95(p Piza/z\/

1(1 —0.51)
=0.51+1.96 05< 05

— [0.432;0.590].

€ = Zy/2
/ n

1(1—0.51)
o6 05( 05

= 0.080.

d) Conforme aumentamos o tamanho da amostra, a amplitude do intervalo de confian¢a diminui. H& mais
informacéao disponivel nos dados.

17.
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Q

_ _ o
I1Co.95(1) = (y— Zo/2 - 7n <p<Y+Zza- \/ﬁ)

8 8
= (120 —-1.96 - <pu<120+1.96 - ——
( vie o H \/46>
= [117.69;122.31].
b)
ICho5(p) =y — 2 T cpu<itz Z
0.95() = | Y a/2 NG <y a/2 NG
8 8
=(120-1.96 - — < pn <120+1.96 - —
( /100 K \/100>
= [118.43;121.57].
c)
ICho5(p) =y — 2 T cpu<itz Z
0.95\1t) = | Y a/2 NG <y a/2 NG
8 8
=(120-1.96 - — < p <120+1.96 - —
( v 150 K \/150>

= [118.72;121.28].

d) Conforme aumentamos o tamanho da amostra, a amplitude do intervalo de confianca diminui. HA& mais
informacao disponivel nos dados.

18.

a) A média amostral é obtida a partir da amostra coletada. Entao,

§= 7221:1 Yi _
n

29434+, 462
- = -
= 4.745.

A variancia amostral é obtida a partir da amostra coletada é s> = 0.992. Assim, o intervalo de confianca é

dado por
_ 52
ICh.90(1) =y Etay2- o=

10.992
=4745+£1.729 -/ — =
20

= [4.359;5.131].

(n—1)5*  (n—1)5?
Xi/z , Xia/z
((20 ~1)0.996 (20— 1)0.9962)

30.1 ’ 10.1
[0.625 ; 1.86]

19. O IC de 90% para proporcao de complicagdes entre os pacientes na populagdo que fazem uso de sulfa é:
[0.053-1.645 - 0.021; 0.053+1.645 - 0.021]= [0.019; 0.088]
Temos uma confianca de 90% de que o intervalo acima cobre a verdadeira porcentagem de complicagoes apds

10
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uso de sulfapiridina. Como o intervalo est4 inteiramente abaixo de 13%, isso indica uma evidéncia estatistica a
favor do uso do medicamento.

20. Y: nimero de dias entre o inicio dos sintomas e a notificagio ~ N(u, o).
Y: niimero médio de dias entre o inicio dos sintomas e a notificagdo ~ N (1, % /n).
Deseja-se um erro de estimacdo e = o/2 com confianca de 95%.

1. >/ 2
n= < 960) - < 96") = (1.96 x 2)? = 15.37 = 16
e /2

21. Para calcular o tamanho de n, podemos considerar a equacao

o
Q‘Za/gﬁ =3.

Com os valores de Zaj2 = 20.05 = 1.645 e 0 = 4.5, temos que

220.05 o o 2-1.645-4.5

V=3 3

= 4.935.

Como o valor de n deve ser um niimero inteiro, escolhemos o menor inteiro superior a (4.935)2, obtendo
n ~ 25. Dessa forma, a amplitude do intervalo sera ligeiramente menor que 3 e, portanto, o intervalo serda mais
informativo.
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