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Exercicios
Varidvetis aleatdrias

Os exercicios foram extraidos dos livros:
Bussab, WO; Morettin, PA. Estatistica Bésica. Sao Paulo: Editora Saraiva, 2006 (5* Edicao).
Magalhaes, MN; Lima, ACP. Noc¢des de Probabilidade e Estatistica. Sdo Paulo: EDUSP, 2008.

1. Sendo Y uma variavel aleatéria com funcao de probabilidade dada a seguir, obtenha as medidas de posi¢ao
média (u), mediana (Md) e moda (Mo).

Y|[-2 0 2
pi | 1/3 1/3 1/3

2. Um atacadista recebe de varios fornecedores uma certa pega para revenda. A peca é produzida com material
de qualidade diferente e, portanto, possui custo diferenciado. Levando em conta a proporcdo fornecida e o
prego apresentado por cada fabricante, pode-se admitir que o custo de uma peca qualquer (em reais), escolhida
ao acaso, é uma varidvel aleatéria (C'). Admita a seguinte fungdo de probabilidade para C:

C 100 1,00 1,20 1,30 1,40
pi| 02 03 02 02 01

a) Determine as medidas de posigao da varidvel C'.
b) Suponha que o atacadista revenda cada uma dessas pecas acrescentado 50% sobre o custo da pega, além de
um adicional de R$ 0,10 pelo frete. Calcule as medidas de posigao da varidvel V: preco de revenda da pega.

3. Num certo bairro da cidade de Sao Paulo, as companhias de seguro estabeleceram o seguinte modelo para
nimero de veiculos furtados por semanas:

Furtos (F) | 0 1 2 3 4
i [1/4 1/2 1/8 1/16 1/16

Calcule a média e a variancia do nimero de furtos semanais do bairro.

4. Num jogo de dados, um jogador paga R$ 5 para langar um dado equilibrado e ganha R$ 10 se resultar na
face 6, ganha R$ 5 se resultar na face 5 e ndo ganha nada com as outras faces. Defina a varidvel L: lucro
por jogada como sendo o saldo que o jogador ganhou menos o pagamento inicial (prejuizo é lucro negativo).
Construa a funcio de probabilidade e determine média, moda, mediana e varidncia dessa variavel.

5. Num teste de digitagdo, o tempo em minutos (T') que os candidatos levaram para digitar um texto é modelado,
de forma aproximada, pela seguinte funcdo de probabilidade:

T|3 4 5 6 7 8 9
pi |01 01 02 02 02 01 01

O candidato recebe 4 pontos se terminar a digitagdo em 9 minutos, 5 se terminar em 8 minutos e assim por diante.
Determine a média e a variancia da variavel N: ntimero de pontos obtidos no teste.


http://www.ime.usp.br/~pam
http://www.editorasaraiva.com.br/produtos/show/isbn:9788502207998/titulo:estatistica-basica/
http://www.saraivauni.com.br
http://www.ime.usp.br/~marcos
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6. Um caminho para chegar a uma festa pode ser divido em trés etapas. Sem enganos o trajeto é feito em 1

hora. Se enganos acontecerem na primeira etapa, acrescente 10 minutos ao tempo do trajeto. Para enganos
na segunda etapa, o acréscimo é 20 e, para terceira, 30 minutos. Admita que a probabilidade de engano é 0.1,
0.2 e 0.3 para a primeira, segunda e terceira etapas, respectivamente. E provédvel haver atraso na chegada a
festa? Determine a probabilidade de haver atraso, e o atraso ndo passar de 40 minutos.

Um pai leva o filho ao cinema e vai gastar nas duas entradas R$ 15. O filho vai pedir para comer pipoca com
probabilidade 0.7 e, além disso, pode pedir bala com probabilidade 0.5, independentemente um do outro. Se
a pipoca custa R$ 2 e a bala R$ 3, estude o gasto (G) efetuado com o passeio ao cinema.

8. Uma varidvel aleatoria Y tem a seguinte funcdo de distribuigao:

0 sey < 10
0.2 sel0<y<12;
FY)=<05 sel2<y<13;
0.9 se 13 <y < 25;

1 sey > 25.

Determine:

©

10.

A funcao de probabilidade de Y.

Um agricultor cultiva laranjas e também produz mudas para vender. Apds alguns meses, a muda pode ser
atacada por fungos com probabilidade 0.05 e, nesse caso, ela é escolhida para ser recuperada com probabilidade
0.5. Admita que o processo de recuperacao é infalivel. O custo de cada muda produzida é R$ 1.00, mas
acrescido de mais 50 centavos se precisar ser recuperada. Cada muda é vendida a R$ 3.00 e sdo descartadas
as mudas nao recuperadas de ataque de fungos. Estude como se comporta o ganho por muda produzida.

Num certo restaurante, paga-se pelo almog¢o uma quantia fixa dependendo da escolha feita de prato e bebida.
A carne de peixe tem 10% de preferéncia, enquanto o frango tem 40% e carne bovina 50% . As trés escolhas
de bebida estao condicionadas & opgao do prato, segundo a tabela abaixo:

Opcao: Peixe Cerveja | Agua | Vinho
P(Bebida|Peixe) 0.4 0.3 0.3

Opcao: Frango Cerveja | Agua | Vinho
P(Bebida|Frango) 0.3 0.5 0.2

Opcao: Bovina Cerveja | Agua | Vinho
P(Bebida|Bovina) 0.6 0.3 0.1

Admita os seguintes pregos:

Pedido | Peixe | Frango | Bovina | Cerveja | Agua | Vinho
Preco 12 15 18 6 3 9

Dado que alguém escolhe peixe, qual a probabilidade de que escolha cerveja?

Se escolhe carne bovina, qual a probabilidade de tomar vinho?

Sabendo que tomou 4gua, qual a chance de ter escolhido frango?

Determine a func¢ao de probabilidade para cada uma das varidveis X: preco do almogo e Y: preco do almoco
para aqueles que preferem cerveja.
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A resisténcia (em toneladas) de vigas de concreto produzidas por uma empresa, comporta-se conforme a
funcao de probabilidade abaixo:

Resisténcia (V) | 2 3 4 5 6
i |01 01 04 02 02

Admita que essas vigas sdo aprovadas para uso em construgdes se suportarem pelo menos 3 toneladas. De
um grande lote fabricado pela empresa, escolhemos 15 vigas ao acaso. Qual serd a probabilidade de:

a) Todas serem aptas para construgoes?
b) No minimo 13 serem aptas?

Verifique se as expressoes a seguir sao fungoes densidade de probabilidade (assuma que elas se anulam fora
dos intervalos especificados).

a) f(y)=3y,se0<y<1l

b) f(y) =y*/2,sey >0.

) f(y) =(y—3)/2,se3<y<5.

d) fly)=2,se0<y<2.
@244, se —2<y<0;

e)f(y)_{(2y)/4, se0<y<2.

O tempo, em minutos, de digitacdo de um texto por secretarias experientes é uma variavel aleatéria continua
Y. Sua densidade é apresentada a seguir.

1/4, se0<y<2;
fly)=41/8, se2<y<6;

0, caso contrario.

Determine:
a) P(Y > 3).
b) P1<Y <4).
c) P(Y <3|Y >1).
d) Um ntamero b tal que P(Y > b) = 0.6.
e) O valor esperado, a varidncia e a moda de Y.

A quantia gasta anualmente, em milhdes de reais, na manutencao do asfalto em uma cidade do interior é
representada pela varidvel Y com densidade dada por:

Fly) = gyf%, se 0.5 <y <2;
0, caso contrario.

Obtenha:

a) P(Y <0.8).

b) P(Y > 1.5|Y > 1).

¢) O valor esperado e a varidncia de Y.
d) A mediana de Y.

O grafico abaixo representa a densidade de uma variavel aleatéria Y.
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a) Obtenha o valor de a.
b) Determine P(Y > 0|Y < 3).
¢) Calcule Md(Y),E(Y) e Var(Y).

16. Numa certa regido, fésseis de pequenos animais sao frequentemente encontrados e um arqueélogo estabeleceu
o seguinte modelo de probabilidade para o comprimento, em centimetros, desses fésseis:

14—10% ,  dsyss

fyy =4 @Yt E =y =10
i 10 <y < 11;
0, caso contrario.

a) Faga um gréifico da fun¢io densidade.

b) Para um féssil encontrado nessa regidao, determine a probabilidade do comprimento ser inferior a 6
centimetros. Determine também a probabilidade de ser superior a 5 mas inferior a 10.5 cm.

c¢) Encontre o valor esperado para o comprimento dos fésseis da regido.
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1. Sendo Y uma variavel aleatéria, entéo

E(Y)=-2-1/3+0-1/3+2-1/3=0
Md(Y) =0 pois P(Y >0)=2/3>05e¢ P(Y <0)=2/3>0.5.

Quanto a moda, todos os valores da varidavel podem ser usados, uma vez que eles sdo equiprovaveis.

2. Considerando os dados:
a) Medidas de posigdo da varidvel custo (C):

E(C)=1.00-0.2+1.10-0.34+1.20-0.241.30- 0.2+ 1.40- 0.1 = 1.17
Md(C) = 1.15 pois P(C < 1.10) = 0.50 e P(C > 1.20) = 0.50
Mo(C) = 1.10 pois é o valor que aparece com maior probabilidade.

b) Prego de revenda é dado pela fungao: V' =10.1+ 1.5-C. Entéo, a varidvel pode ser representada em forma de
tabela:

% 1.6 1.75 1.9 2.05 2.2
i 0,2 0,3 0,2 0,2 0,1

As medidas de posicao de V:
E(V)=1.86, Md(V) = 1.83 e Mo(V) = 1.75.

3. Num certo bairro da cidade de Sao Paulo, as companhias de seguro estabeleceram o seguinte modelo para
nimero de veiculos furtados por semanas:

Furtos (F') 0 1 2 3 4
i 14 1/2 1/8 1/16 1/16

E(F)=0-1/44+1-1/2+2-1/8+3-1/16+4-1/16 = 1.19.
V(F)=(0—E(F))?-1/4+ (1— E(F))?-1/2+ (2— E(F))?2-1/8+ (3 — E(F))?-1/16+ (4 — E(F))?-1/16 = 1.15.

4. Para a variavel lucro temos:

Lucro (L) -5 0 5
s 4/6 1/6 1/6

E(L) = —2.5; Mo(L) = —5; V(L) = 14.6 e Md(L) = —5 porque P(L < —5) = 4/6 > 0.5.
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5. O candidato recebe 4 pontos se terminar a digitagdo em 9 minutos, 5 se terminar em 8 minutos e assim por
diante. Entao, temos que a varidavel N é dada por:

N 10 9 8 7 6 5 4
pi 01 01 02 02 02 01 01

O ntmero médio de pontos sera:

E(N)=10-01+9-01+---+4-0.1="7.

e a variancia sera:

V(N)=(10*-0.1+9%-0.1+---+4%-0.1) - 7> = 3.

6. Sejam os eventos E: engano na etapa. O espacgo amostral sera:

Q = {(E7E7E)7 (E7E7EC)7 (E’ EC7E)’ (E7EC’EC)7 (EC7E7E)7 (EC7E7EC)7 (EC7EC7E)7 (EC7EC7EC>}

Seja a variavel aleatoria T: tempo total gasto no trajeto. Cada elemento de () leva a um tempo total gasto no
trajeto T.

Q (E,E,E) (E,E,E¢) (E,E°,FE) (E,E°,E°) (E°E,E) (E°E/E?) (E°E°FE) (E°EE°

T 120 90 100 70 110 80 90 60
Di 0.006 0.014 0.024 0.056 0.054 0.126 0.216 0.504

A distribuicdo de probabilidade de 1" é dada por:

T 60 70 80 90 100 110 120
p(T) 0.504 0.056 0.126 0.230 0.024 0.054 0.006

P(atraso) = P(T > 60) =1— P(T < 60) =1 — 0.504 = 0.496.
P(atraso ser de até 40 min) = P(60 < T' < 100) = 0.056 + 0.126 + 0.230 4 0.024 = 0.436.

7. Suponha que o pai ndo ird comer guloseimas e defina os eventos: P: o filho pede pipoca; B: o filho pede bala.
Defina a variavel aleatéria G: Gasto efetuado.

O espaco amostral deste exercicio e a distribui¢do de probabilidade do gasto sdo:

Q (P, B) (P, B) (P, BY) (P, BY)
20 18 17 15
p(g) 0.7-0.5=035  03-05=015  0.7-05=035  0.3-0.5=0.15
8.
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a) Baseado-se na definicdo de funcao de distribuicao, temos que a funcdo de probabilidades de Y é dada por:
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Y 10 [ 12 [ 13 ] 25
PY=y) | 02]03]04]01

b) P(Y <12) = F(12) =05

¢) P(Y <12) = F(10) = 0.2

d) P(12 <Y <20) = P(Y < 20) — P(Y < 12) = F(13) — F(10) = 0.7
¢) P(Y >18) =1 - P(Y <18) =1— F(18) = 1 — F(13) = 0.1.

9.

Seja o evento A: muda atacada por fungos, entdo P(A) = 0.05.

Seja E: muda é escolhida para ser recuperada, entdo P(E|A) = 0.5.

Defina a varidvel aleatéria G: ganho de cada muda produzida.

G = 2 se ndo precisar ser recuperada e P(G = 2) = P(A°) = 0.95.

G = 1.5 se precisar ser recuperada e P(G = 1.5) = P(ANE) = P(A)P(E|A) = 0.025.
G = —1 se for descartada ¢ P(G = —1) = P(AN E°) = P(A)P(E°|A) = 0.025.

Ganho (G) -1 1.5 2

Di 0.025 0.025 0.95
10.
a) P(Cerveja|Peixe) = 0.4.
b) P(Vinho|Carne Bovina) = 0.1.
A P(Agua|Frango) P(Frango .
) P(FrangolAgua) = PihsslitusGonss) _ g _ 53

P(Agua) = P(Agua N Peixe) + P(Agua N Frango) + P(Agua N Carne Bovina) = 0.03 + 0.20 + 0.15 = 0.38.

Logo, P(Frango|Agua) = 22 =053

d) Sejam os eventos P: a escolha é peixe; F: a escolha é frango e B: para escolha por carne bovina.

Sejam os eventos C: a bebida é cerveja; A: a bebida é dgua e V: a bebida é vinho.

Q (P,C) (P, A) (P,V) (F,C) (F,A) (F,V) (B,C) (B, A) (B,V)

preco 18 15 21 21 18 24 24 21 27
D 0.04 0.03 0.03 0.12 0.2 0.08 0.3 0.15 0.05

Funcao de probabilidade de X: preco do almoco.
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T 15 18 21 24 27
p(z) 0.03 0.24 0.30 0.38 0.05

e funcao de probabilidade de Y: prego do almogo para aqueles que preferem cerveja. y = (18,21,24) e p(y) =7

/ Cerveja 0.4 —» R$18 }—-{ p=0.04

Peixe 0.1 ———» Agua0.3 ——» R$15 H p=0.03

\—-{ Vinho 0.3 —— R$21 H p=0.03
/ Cerveja 0.3 —% R21 —% p=0.12

E ——— Frango 0.4 ——— Agua 0.5 H R18 —+ p=0.20
Vinho 0.2 —+ R24 —+ p=0.08

/ Cerveja 0.6 —% R24 —% p=0.30

Carne Bovina 0.5 —— Agua 0.3 4% R21 —% p=0.15

Vinho 0.1 —+ R27 —+ p=0.05

A probabilidade de uma pessoa escolher cerveja é: P(C) = P(CNP)+P(CNF)+P(CNB) = 0.04+0.124+0.30 = 0.46

P(P|C) = P(PNC)/P(C) = 0.04/0.46 = 0.09 = P(Y = 18)
P(F|C) = P(FNC)/P(C) =0.12/0.46 = 0.26 = P(Y = 21)
P(B|C) = P(BNC)/P(C) = 0.30/0.46 = 0.65 = P(Y = 24)

Y 18 21 24
p(y) 0.09 0.26 0.65

11.

a) Uma viga estd apta para construcdo se suportar pelo menos 3 toneladas. Logo, a probabilidade de qualquer
viga estar apta é dada por p=P(X =3)+ P(X =4)+P(X =5)+P(X =6)=0.1+04+0.24+0.2=0.9.

H4 n = 15 vigas selecionadas de forma aleatéria na amostra. A probabilidade de todas as 15 (z = 15) vigas estarem
aptas é dada pelo produto de estar apta e ndo estar apta. Note que queremos 15 aptas, entdo p-p...p = p® = 0.915 =

0.206. A probabilidade de nao estar apta é o nimero total de vigas menos a quantidade de vigas que estao aptas,
entdo (1—p)"~% = (1-0.1)1%" = 1. Portanto. P(X = 15) = p*(1—p)"~% = 0.915(1-0.9)15715 = 0.206-1 = 0.206.

b) Para que no minimo 13 vigas estejam aptas, entdo temos que calcular a P(X > 13) = P(X = 13) + P(X =
14) + P(X = 15). Devemos lembrar que a probabilidade de uma tnica viga qualquer estar apta é p = 0.9 e
nao estar aptaég=1—p =1-0.9 = 0.1. Note que, se queremos 13, 14 ou 15 vigas aptas, elas estarem ou nao
aptas pode ocorrer por meio de diversas combinagoes. Logo, devemos levar em consideracdo a combinagao de

n vigas tomadas de x maneiras. A férmula da combinacao é dada por (;”) = z!(:im)!.
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A férmula genérica para o célculo é P(X =x) = ﬁiwﬂpm(l — p)" . Entéo,
P(X >13
P(X >13

( )=P(X =13)+ P(X =14) + P(X = 15)

( ) 13'(1155’ 13)' 3(1 _ 0'9)15713 + 14!(1155114)!1)14(1 _ 0.9)15714 + 15!(1155115)!2)15(1 _ 0.9)15715
P(X > 13) = 0.267 + 0.343 + 0.206

( )

P(X > 13) =0.816.

12. Para ser uma funcdo de densidade de probabilidade é necessério satisfazer duas propriedades:

I) fly) >0
) [ fly)dy = 1.

a) fly) >0 Wy.
Iy 3ydy = 2.

b) fy) >0 Vy.
7 L dy = diverge.

c) fly) =0 Vy.
3ty = 1.

d) f(y) >0 Vy.

JZ2dy = 4.

e) fly) >0 Vy.

0 2 9_
Jo Bty + fy Pty =5+ 5 = 1.

Portanto, temos uma fdp apenas nas letras c) e e).

13. f(y) >0 WVy.

2 6
Joady+ sy =3+3=1
E uma funcio de densidade de probabilidade.

6
a) P(Y >3)= |, édy = %
b) PO <Y <d4)= [P ldy+ [} ddy =4+ =14
2
c) P(Y <3]Y 1) = f1 zlld "’fz 1dy)/f %y‘Ffz édy (%"‘%)/(i"‘%):%-

d) [V 1dy=04. Entdo, 4|5 = 0.4 ¢ & = 0.4. Logo, b = 1.6.



2 6
e) E(Y)= [ yidy+ [, yidy =3 =25.

V(Y)=EQY?) - EY)?

E(Y?) f(f Y idy + [V 2 Ldy = 2 =933,
V(Y)=28—(5)*=3.08.
H4 um 1ntervalo modal dado em [0, 2], sendo Mo(Y) = 1.

Q!
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14. f(y) >0 Vy.

2
fo‘s(%y - %)dy =1

E uma funcdo de densidade de probabilidade.

a) P(Y <0.8) = [)7(5y — 4)dy = 0.04.

b) PY > L5JY = 1) = ([, (3w - $)d)/ (2 (3y — $)d) = $558 = 0.625.

) B(Y) = [2 y(3y — &)dy = 1.50.

V(Y) — B(X?) - B(X)?
= [2 25y — d)dy = 2.375.
(1.

V(Y) =2.375 — (1.5)2 = 0.125.
d) Jos(5y—5)dy =05
8y? 4 m? m
(g — P =G — %) - (F -3 =05
8m? 2
(5 — %) =05- 3.
8m2—8m 7
18 18
8m? —8m =7
m?2—m = %
m2—m — % =
As raizes do polinémio sdo 1 = —0.56 e ro = 1.56. Note que r; estd fora do suporte da varidvel aleatéria. Portanto,

a mediana é ro = Md(Y) = 1.56.

a se —2<ux<2;
a) f(x) = 2a se 2 < x < 4;
0 caso contrario.
Por meio de integral, temos que
f_22 adx + f; 2adx =1
ar|®, + 2ax|3 =1
2a +2a+8a —4a =1

a =

ool

10
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b) P(X > 01X <3) = (g §do + J; 3do)/(J2, §de + J; 3dr) = G+ D/(5 + 1) = 3.
c) BE(X) = fix%dm + f;x%das =1.5.
V(X) = B(X?) — E(X)2
B(X?) = f2 21d:1:+f2x 2de =18
V(X) =18 _(1.5)% = 3.08.
Md(X) = ff; Ldr =05
Md(X)=2[;2=05
Md(X)=2+2=05
Md(X)=2+2=05
Md(X) =" =05-2
Md(X) =% =;
Md(X)=m=2.
16.
a)
o
(\! —
o
(o]
\—! —
o
©
r! —
—~ ©O
S
b <
r! —
o
AN
F! —
o
o
= | ® o
© | | | |
4 5 6 7 8 9 10 11

_ (61 _ 2?4 _ 62 42 _ 36 16 _ 20 _ 1
b) P(Y <6)= [, 10¥dy =516 =% — 80 =% — 8 — 8 — 1

11
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Y <10.5) = [i°° f(y)dy

Y <105) = f5 ovdy) + fs T 20
Y <105) = gg+10+005_084

Y] =} yydy) + (Joy(—y+ 2

10.5
+ (1o 7699)

fo ylody

(3

56
15

)+ (

8
3

Q!

)+ (35) = T7.45.
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