Distribuicoes de probabilidade
Visao geral, principais modelos continuos
Prof. Me. Lineu Alberto Cavazani de Freitas

Departamento de Estatistica
Laboratorio de Estatistica e Geoinformagao

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA

Prof. Me. Lineu Alberto Cavazani de Freitas RUSGIITGECLEY I EIIITGEG



Introducao

A ERNT EVWALI (N =YL SRR EIEl Distribuicoes de probabilidade



Introducao

» Vimos anteriormente conceitos a respeito de variaveis aleatorias e funcoes que
atribuem probabilidades aos possiveis valores das variaveis (fp e fdp).

» Na pratica temos a evidéncia empirica, isto &, o que o dado mostra.

» Com base na evidéncia empirica precisamos chegar a fungoes que atribuam
probabilidades aos possiveis resultados das variaveis aleatorias.

» O processo para obtencao destas funcoes pode ser complexo.
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Modelos de probabilidade

» Existe um conjunto de distribui¢oes de probabilidade que podem ser utilizadas para
descrever fendmenos: os modelos.

» De forma geral, os modelos sao comportamentos teoricos que vao servir como
instrumento para estudar fendmenos aleatorios com caracteristicas comuns.

» Aideia é que em vez de construir a funcao de probabiliade ou densidade de
probabilidade para o problema possamos usar uma expressao generica.

» Tentamos obter a melhor combinacao entre dado e modelo.
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Modelos de probabilidade

» Um modelo possui parametros: quantidades desconhecidas que assumem valores
dentro de um intervalo (espago paramétrico) que definem caracteristicas da
distribuicao.

» Estes parametros sao estimados por meio dos dados.

» Se 0 modelo se adequar bem aos dados, utilizamos o modelo para determinar
probabilidades, estimar parametros, testar hipoteses, avaliar efeito de outras
variaveis, fazer predicoes, etc.

» Em alguns casos sabemos a priori 0 modelo que descreve bem o fendmeno.

» Em outros casos precisamos encontrar este modelo.
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Modelos de probabilidade

» Existem diversos modelos disponiveis.

» Muitos destes modelos aplicaveis a problemas similares.

» E diferentes modelos podem apresentar vantagens e desvantagens.

» Veremos alguns dos principais modelos discretos e continuos com foco na defini¢ao

de cada um deles, suposicoes, fp ou fdp (expressdao e comportamento), média,
variancia e tambem exemplos.
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Modelos de probabilidade

Alguns dos modelos que serao discutidos:
» Principais modelos discretos:

» Uniforme discreta. » Principais modelos continuos:
» Bernoulli. » Uniforme continua.

» Binomial. » Normal.

» Poisson. » Exponencial.

» Hipergeometrico.
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Modelo Uniforme Continuo
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Modelo Uniforme Continuo

Definicao Funcao densidade de probabilidade
Uma variavel aleatoria Y segue o modelo :

Uniforme Continuo se o resultado for um fly) = {b—a' a<y<b
nimero real em um intervalo com limites 0, caso contrario

conhecidos a e bt em que a < be to.d.os 0S » Para calcular probabilidades nao é
valores do dominio tem igual probabilidade necessario fazer uso de integrais, basta

de ocorréncia. calcular a area sob o retangulo
desejado.
Notacao > u=E(Y) = be
> Y ~ UC(a,b) > 02 = Var(y) = &=

|V
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Modelo Uniforme Continuo
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Exemplo

Considere o experimento aleatorio que con-
siste em verificar o surgimento de um de-
feito em uma pista de um trecho de rodovia
com extensao de 20 km. Considere que exis-
tem razoes para crer que a probabilidade da
ocorréncia de um defeito é constante para
todo o trecho. Qual a probabilidade de ob-
servar um defeito entre o km 10 e 15?7
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Y . km em que ocorre o defeito.

Y ~ UC(p = 1/(20 — 0) = 1/20)

P(10 < ¥ < 15) = 0,25



Modelo Exponencial
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Modelo Exponencial

Definicao
» Distribuicao usada para modelar variaveis aleatorias continuas nao negativas.

» Muito usada para modelar problemas que dizem respeito ao tempo até ocorréncia de
um evento.

» Tem como caracteristica a falta de memoria, isto &, a propensao a falha independe do
tempo decorrido.

» Avariavel aleatoria Y é continua, nao negativa e tem parametro a > 0.
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Modelo Exponencial

Notacao
» Y ~ Exp(a)
Funcao densidade de probabilidade

ae”?, sey >0
Hg) = { .
0, caso contrario

» E(Y)=p=1.
> Var(Y) = L.

¥ Plak< < b) = fab aeHEly =6 ¢° — @0
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Modelo Exponencial

f(y)

f(y)
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Exemplo

A duragao do atendimento de cada cliente pelo sistema drive-thru de uma rede fast food

tem distribuicao Exponencial com tempo médio de atendimento de 10 minutos, o que
implica em a = 1/10.

1. Qual a probabilidade de um atendimento durar menos de 5 minutos?

2. Qual a probabilidade do atendimento ocorrer entre 4 e 6 minutos?
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Exemplo

Y: Tempo de atendimento.
Y ~ Exp(a = 1/10)

1. Qual a probabilidade de um atendimento durar menos de 5 minutos?
> P(Y <5)=0,3935

2. Qual a probabilidade do atendimento ocorrer entre 4 e 6 minutos?
» P(4< Y <6)=0,0638
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Modelo Normal
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Modelo Normal

Definicao
» £ a mais importante distribuicdo continua.
» Modela adequadamente a distribuicao de um grande nimero de variaveis.
» Serve de aproximacao para diversas outras distribuicoes.

» Tem papel central na Teoria Estatistica, fundamentando a obtencao de inferéncias em
diferentes contextos.

» A variavel aleatoria Y é continua e assume valores de —co até +oo.
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Modelo Normal

» Modela variaveis aleatorias continuas
nao limitadas.

» Tem comportamento simétrico e em » Propriedades interessantes:
formato de sino. > Plu—o< Y <p+0)=0,683

> Plu—20< Y < u+20)=0,954

» P(y—30 <Y <p+30)=0997

» Combinacoes lineares de variaveis

» Aintegral da funcao nao tem forma aleatorias com distribuigao Normal
fechada. também tém distribuicao Normal.

» A funcao densidade de probabilidade &
complexa.

» Sa0 necessarios métodos numeéricos ou
a consulta a tabelas.
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Modelo Normal

Notacao
> Y ~ Ny, ¢?).

Funcao densidade de probabilidade

e — U
» Var(Y) = o’
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Modelo Normal
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Normal padrao

» Para obter uma probabilidade do modelo normal, devemos calcular a area entre 0s
pontos a e b.

» Contudo é dificil integrar uma funcao densidade como a da Normal.
» Devido a sua simetria, qualquer distribuicao Normal pode ser padronizada de tal
modo que y=0e g% = 1.

Y
o

/=

~ N(0,1)

» Esta distribuicao & chamada normal padrao (2).

» Esta transformacao facilita o calculo de probabilidades pois podemos usar uma Unica
tabela de integrais.
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Normal padrao
f(z) 1.64 = 1.60 +0.04

0.4
0.03 0.04
15
0.2 1.6 ————0.44950
0 I /
P(0 < Z < 1.64)

—4 -2 0 2 4

Probabilidades para a distribuicao normal padrao.

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.00 0.000000 0.003989 0.007978 0.011966 0.015953 0.019939 0.023922 0.027903 0.031881 0.035856
0.10 0.039828 0.043795 0.047758 0.051717 0.055670 0.059618 0.063559 0.067495 0.071424 0.075345
0.20 0.079260 0.083166 0.087064 0.090954 0.094835 0.098706 0.102568 0.106420 0.110261 0.114092
030 0.117911 0.121720 0.125516 0.129300 0.133072 0.136831 0.140576 0.144309 0.148027 0.151732
0.40 0.155422 0.159097 0.162757 0.166402 0.170031 0.173645 0.177242 0.180822 0.184386 0.187933
0.50 0.191462 0.194974 0.198468 0.201944 0.205401 0.208840 0.212260 0.215661 0.219043 0.222405
0.60 0.225747 0.229069 0.232371 0.235653 0.238914 O 242154 O 245373 O 248571 O 251748 O 254903
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Normal padrao

» As integrais (areas) para valores de Z entre 0,00 e 3,99 estao na tabela.

» Para qualquer valor de Y entre a e b, podemos calcular a probabilidade
correspondente por meio da transformacao.

P@<Y<M=PFN<Z<Eq
@ o
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Exemplo

Considere que altura de individuos de determinada modalidade esportiva se comporta
como um modelo Normal com média 180 cm e variancia de 7% cm.

1. Qual é a probabilidade de observar um individuo com mais de 1,90m?
2. Qual é a probabilidade de observar um individuo com menos de 1,607
3. Qual é a probabilidade de observar um individuo entre 1,65 e 1,85?
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Exemplo

Y: altura dos individuos.
Y ~ N(u =180, 0> = 7°)

1. Qual é a probabilidade de observar um individuo com mais de 1,90m?
> P(Y >190) = P (Z > 19%189) — p(Z > 1,4286) = 0,0778

2. Qual é a probabilidade de observar um individuo com menos de 1,607
> P(Y <160) = P (Z < 180-189) — p(7 < —2,8571) = 0,0021

3. Qual é a probabilidade de observar um individuo entre 1,65 e 1,85?
> P(165 < Y < 185) = P (18180 « 7  185-080) — p(—2.1428 < Z < 0.7143) = 0,7464
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Consideracgoes finais
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Consideracoes

» Existem muitos outros modelos na
literatura.
» Generalizagcoes de modelos classicos.
» Modelos para outros fins.

» Devemos estar atentos aos
pressupostos e parametrizacoes.

» Outros modelos discretos:
» Geomeétrica.
» Binomial Negativa.
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» Outros modelos continuos:
» Lognormal.
» Gama.
» Weibull.
» Beta.

» Modelos multivariados:

» Distribuicao multinomial.

» Normal multivariada.
> Distribuicao de Dirichlet.
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0 que foi visto:
» Modelos de probabilidade.

» Alguns modelos continuos.
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Proximos assuntos:
» Inferéncia estatistica.
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